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Почему пространство-время JNW интересно?

История и исходная модель
Точное статическое сферически-симметричное решение уравнений
Эйнштейна с минимально связанным безмассовым скалярным
полем было найдено И. З. Фишером в 1948 году, переоткрыто
Янисом–Ньюменом–Виникуром в 1968 году и независимо получено
Вайманом в 1981 году.
В работе решение воспроизведено из действия
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∫
d4x

√
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[
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]
.
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r
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(
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)−γ

dr2 − r2
(
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r

)1−γ (
dθ2 + sin2 θ dφ2) ,

Φ(r) =
q
rg
ln
(
1− rg

r

)
.

Роль параметра γ
Безразмерный параметр γ характеризует влияние
скалярного поля и степень отклонения геометрии
JNW от решения Шварцшильда.

γ = 1, q = 0

соответствует пределу Шварцшильда.

Источники: Fisher (1948); Janis–Newman–Winicour, Phys. Rev. Lett. 20, 878 (1968); Wyman, Phys. Rev. D 24, 839 (1981).
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Уравнение Якоби и параллельно переносимая тетрада

От координат к физическим компонентам
Уравнение Якоби:

D2ηµ

ds2
= Rµ

αβσu
αuβησ.

Чтобы получить физические приливные компоненты,
вводим ортонормированную тетраду свободно
падающего наблюдателя:

Dλµ(a)

ds
= 0, gµνλµ(a)λ

ν
(b) = diag(1,−1,−1,−1).

Два направления фиксируются естественно:

λµ(0) = uµ, λµ(2) = (0, 0,R−1, 0).

Идея построения

Λ(1),Λ(3)
Ω(s)

−−−−→ λ(1), λ(3) .

Исходная ортонормированная пара Λ(1),Λ(3)

вращается вдоль геодезической. Поворот на угол Ω(s)
компенсирует это вращение и делает базис параллельно
переносимым.

Ортонормированная пара

Λµ
(1) =

( √
BRṘ√

A
√
R2 + L2

,
ER√

AB
√
R2 + L2

, 0, 0

)
,

Λµ
(3) =

(
EL

A
√
R2 + L2

,
LṘ√

R2 + L2
, 0,

√
R2 + L2

R2

)
.

Поворот построенных выше векторов

λµ(1) = Λµ
(1) cosΩ− Λµ

(3) sinΩ,

λµ(3) = Λµ
(1) sinΩ+ Λµ

(3) cosΩ.
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Текущий результат: приливный оператор

Уравнение Якоби в тетрадных компонентах
Разлагая поле Якоби по параллельно переносимой тетраде,

ηµ = η(a)λµ(a),

получаем
η̈(a) = K(a)(b)η

(b), K(a)(b) = λ(a)µRµ
αβσu

αuβλσ(b).

Общая структура
В нерадиальном случае пространственная часть
приливного оператора имеет симметричный блочный
вид:

Ksp =

K11 0 K13
0 K22 0

K13 0 K33

 .

Направление λ(2) отделяется, а смешивание возникает
только в плоскости (1, 3).

Радиальное движение
Для радиального движения L = 0 можно выбрать
постоянную фазу Ω = 0.

Тогда результат символьного вычисления диагонален:

Ksp = diag (kr, k⊥, k⊥) .
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Решение в квадратурах и следующий этап

Для каждого вектора Киллинга ξµA первый интеграл уравнения
Якоби в параллельно переносимой тетраде имеет вид

3∑
a=1

(
ξA(a)η̇

(a) − ξ̇A(a)η
(a)

)
= CA.

Два вращательных вектора Киллинга дают явное решение
для компоненты, перпендикулярной плоскости движения:

η(2)(R) =
R
L
[C1 cosφ(R) + C2 sinφ(R)] , L ̸= 0.

Для компонент в плоскости орбиты используется
представление

η(1) = U ξ3(1) + V ξ0(1),

η(3) = U ξ3(3) + V ξ0(3).

Введём обозначения

Q = R2 + L2, ∆R = A(R)B(R)R2Ṙ2.

Тогда получены квадратуры:

U(s) = U0 + C3

∫
∆R + E2L2

∆RQ
ds+ C0EL

∫
ds
∆R

,

V(s) = V0 + C0

∫
Q
∆R

ds+ C3EL
∫

ds
∆R

.

Следующий этап
Подставить функции JNW после перехода r 7→ R(r)
получить квадратуры именно для JNW и исследовать
зависимость решений от γ,E, L,
а также предел γ −→ 1.
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Конвенции кривизны и полный вид решения JNW

Конвенция тензора Римана и уравнение Якоби

Используется сигнатура

(+−−−)

и конвенция тензора Римана

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ+

+ Γρ
µλΓ

λ
νσ − Γρ

νλΓ
λ
µσ.

Таким образом,

[∇µ,∇ν ]Vρ = Rρ
σµνVσ.

При этих соглашениях уравнение Якоби имеет вид

D2ηµ

ds2
= Rµ

αβσuαuβησ,

где uµ — четырёхскорость опорной геодезической, а
ηµ — вектор геодезического отклонения.
В параллельно переносимой тетраде

Dλµ
(a)

ds
= 0, ηµ = η(a)λµ

(a),

уравнение принимает вид

η̈(a) = K(a)
(b)η

(b),

K(a)
(b) = λ(a)

µRµ
αβσuαuβλσ

(b).

Полевые уравнения и решение JNW

В выбранной нормировке действие имеет вид

S =

∫
d4x

√
−g

[
1

κ
R+

1

2
∇µΦ∇µΦ

]
.

Уравнения поля:

1

κ

(
Rµν − 1

2
Rgµν

)
− 1

4
gµν(∇Φ)2 +

1

2
∇µΦ∇νΦ = 0,

□Φ = 0.

Для сферически-симметричного анзаца

ds2 = A(r)dt2 − B(r)dr2 − C(r)dΩ2
2, Φ = Φ(r),

где
dΩ2

2 = dθ2 + sin2 θ dφ2,

в калибровке A(r)B(r) = 1 решение JNW имеет вид

A(r) =
(
1− rg

r

)γ

, B(r) =
(
1− rg

r

)−γ

,

C(r) = r2
(
1− rg

r

)1−γ

, Φ(r) =
q
rg
ln
(
1− rg

r

)
.

Численная связь между q, rg и γ зависит от нормировки
скалярного поля. При этом

q = 0 ⇐⇒ γ = 1,

и решение переходит в метрику Шварцшильда.
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