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Рассматривается систематическая процедура построения нового типа дуальных формулировок с высшими производными в терминах потенциалов исходных
полей для свободных теорий поля, инволютивное замыкание которых содержит топологическую подсистему. Предлагается систематическая процедура
построения действия Штюкельберга, которое позволяет переключаться между дуальными формулировками наложением соответствующих калибровочных
условий, исключающих из уравнений движения либо поля, либо их потенциалы.

Рассмотрим лагранжевы уравнения движения

Ei © M̂ij„
j = 0 , M̂ij(ˆ) = M̂ji(≠ ˆ) © M̂†

ji(ˆ) , (1)

инволютивное замыкание (пополнение исходной системы всеми её
возможными следствиями более низких порядков) которых содержит
топологическую подсистему (не имеющую физических степеней
свободы),

·a © �̂†
a

iEi ¥ 0 , (2)

обладающую в общем случае приводимой калибровочной симметрией

”„i = fl̂i
AÊA , (3)

”ÊA = fl̂A
A1’

A1
1 , и т. д. (4)

Подставляя общее решение топологической подсистемы, представляющее
собой чистую калибровку, в уравнения инволютивного замыкания,
получаем эквивалентную теорию,

E i © M̂ij fl̂
j
AÊA = 0 , (5)

для которой роль полей играют калибровочные параметры
топологической подсистемы, рассматриваемые как потенциалы
для исходных полей. Таким образом, теория, переформулированная в
терминах потенциалов, дуальна исходной лагранжевой теории.
Генераторы калибровочной симметрии fl̂i A определяют нетривиальные
следствия более высоких порядков

TA © fl̂†
A

iEi ¥ 0 , (6)

которые в общем случае приводимы, fl̂†
A1

ATA = 0, и т. д.
Инволютивное замыкание

Ei = 0 , ·a = 0 , TA = 0 , (7)

может быть возвращено в лагранжеву форму включением полей
Штюкельберга ‡a, ÊA.

Действие Штюкельберга:

SSt = 1
2

⁄
dx(„i + �̂i

a‡a + fl̂i
AÊA)M̂ij(„j + �̂j

b‡b + fl̂j
BÊB) . (8)

Приводимые калибровочные преобразования:

”„i = ≠ �̂i
aEa ≠ fl̂i

AÊA , ”‡a = Ea , ”ÊA = EA ≠ fl̂A
A1›

A1 ;
”EA = fl̂A

A1EA1 , ”Ea = 0 , ”›A1 = EA1 ≠ fl̂A1 A2›
2 ;

”EAk≠1 = fl̂Ak≠1 Ak EAk , ”›Ak = EAk ≠ flAk Ak+1›
Ak+1 ;

”EAn≠1 = fl̂An≠1 An EAn , ”›n = EAn .

(9)

Допустимые калибровки:
⌅ ‡a = 0 , ÊA = 0 : Ei = 0 ;
⌅ „i = 0 , ‡a = 0 , fl̂†A1 AÊA = 0 : E i = 0 .

Корректность предложенных дуальных формулирок проверяется
подсчётом числа степеней свободы по формуле [D. S. Kaparulin,
S. L. Lyakhovich, A. A. Sharapov, JHEP (2013), arXiv:1210.6821]:

NDoF = 1
2

ÿ

n
n
!
tn ≠

ÿ

m
(≠1)m(lm

n + rm
n )

"
, (10)

где tn – число уравнений порядка n, lm
n и rm

n – число калибровочных
тождеств и калибровочных симметрий полного порядка n и порядка
приводимости m, соответственно.

Топологическая подсистема линеаризованных уравнений Эйнштейна в
4-мерном пространстве Минковского,

Eµ‹ © 1
2

!
÷µ‹(⇤h ≠ ˆ⁄ˆflh⁄fl) ≠ ⇤hµ‹ ≠ ˆµˆ‹h

+ ˆ⁄(ˆ‹hµ⁄ + ˆµh‹⁄)
"

= 0 , h = ÷µ‹hµ‹ ,
(11)

представляет собой линеаризованное уравнение Нордстрёма,

· © ⇤h ≠ ˆµˆ‹hµ‹ = 0 , (12)

инвариантное относительно калибровочных преобразований

”hµ‹ = ˆ⁄Êµ‹⁄ ≠ 1
3÷–—

!
÷µ‹ˆ⁄Ê–—⁄ + ˆ‹Ê–—µ + ˆµÊ–—‹

"
; (13)

”Êµ‹⁄ = ˆfl

!
’µ‹⁄fl

1 ≠ 1
9÷–—(2÷µ‹’–—⁄fl

1 ≠ ÷‹⁄’1
–—µfl÷⁄µ’–—‹fl

1 )
"

; (14)

”’µ‹⁄fl
1 = ˆ‡’µ‹⁄fl‡

2 , (15)

параметры которых представляют собой тензоры с симметрией,
описываемой диаграммой Юнга типа «крюк»,

: Ê(µ‹)⁄ = Êµ‹⁄ , Ê(µ‹⁄) = 0 , и т. д.

Соответствующие дуальные уравнения

ÂEµ‹ © 1
2ˆ⁄

!
ˆµˆflÊ‹⁄fl + ˆ‹ˆflÊµ⁄fl ≠ ⇤Êµ‹⁄

"

+ ÷–—(÷µ‹⇤ ≠ ˆµˆ‹)ˆ⁄Ê–—⁄ = 0 .
(16)

инвариантны относительно преобразований (14)–(15).
Согласно (10), где t3 = 9, l0

4 = 4, r0
1 = 15, r1

2 = 4,

NDoF = 1
2

!
3 · 9 ≠ 4 · 4 ≠ 1 · 15 + 2 · 4

"
= 2 ,

что даёт корректное число степеней свободы для безмассового спина 2.

Теория массивного спина 1 в 4-мерном пространстве Минковского:

Eµ © (⇤ + m2)Aµ ≠ ˆµˆ‹A‹ = 0 . (17)

Дуальная формулировка:

Eµ © (⇤ + m2)ˆ‹Êµ‹ = 0 , Êµ‹ = ≠ Ê‹µ . (18)

Теория массивного спина 2 в 4-мерном пространстве Минковского:

Eµ‹ © (⇤ + m2)(÷µ‹h ≠ hµ‹) ≠ ˆµˆ‹h ≠ ÷µ‹ˆ⁄ˆflh⁄fl

+ ˆµˆ⁄h‹⁄ + ˆ‹ˆ⁄hµ⁄ = 0 , h = ÷µ‹hµ‹ .
(19)

Дуальная формулировка:

Eµ‹ © (⇤ + m2)ˆ⁄ˆflÂÊµ‹⁄fl = 0 , (20)

где ÷µ‹ ÂÊµ‹⁄fl = 0, ÂÊ(µ‹)⁄fl = ÂÊµ‹⁄fl, ÂÊµ‹(⁄fl) = ÂÊµ‹⁄fl, ÂÊ(µ‹⁄)fl = 0.
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