
Перепутанные состояния в квантовых точках

В.Н. Манцевич

Московский Государственный Университет имени М.В. Ломоносова



План доклада

1. Введение

2. История возникновения понятия перепутанности 

(запутанности)

3. Квантовые точки, как объект для создания и управления 

перепутанными состояниями

4. Определение степени перепутанности

5. Современное состояние экспериментальных 

исследований перепутанных состояний. Передача 

перепутанных состояний в пространстве

6. Управление степенью перепутанности

7. Выводы 2



3

Перепутанные состояния
Перепутанные состояния – один из феноменов квантовой физики

D. Loss, D. P. DiVincenzo, Phys. Rev. A 57, 120 (1998)

G. Burkard, D. Loss, and D. P. DiVincenzo, Phys. Rev. B 59, 2070 (1999)

Волновая функция перепутанного состояния квантовой системы, состоящей

из нескольких подсистем, не может быть представлена в виде прямого 

произведения волновых функций каждой из подсистем. Подсистемы не 

являются независимыми.

Перепутанные состояния важны для:

- квантовой криптографии 

- логических устройств

- увеличения соотношения сигнал/шум в квантовой спектроскопии 

E. Knill, Nature 434, 39 (2005)

Z. Zhao, Y.-A. Chen, A.-N. Zhang, T. Yang, H. J. Briegel, J.-W. Pan, Nature 430, 54 (2004)

M. Hillery, V. Buzek, A. Berthiaume, Phys. Rev. A 59, 1829 (1999)
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Терминология

Перепутанные, запутанные, спутанные…..?

E. Schrodinger, Die gegenwartige Situation in der Quantenmechanik, 

Naturwissenschaften, 23, 807 (1935). “Verschrankung”

Перевод на русский язык

Современное состояние квантовой механики, Успехи Химии 5, 390-442 (1936)

Введен термин “перепутанные”.
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Состояния Белла и нобелевская премия по физике 2022 года за 

перепутанные состояния
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Предложил математическое доказательство 

возможности надежной экспериментальной проверки 

гипотезы существования перепутанных состояний 

J.C. Bell, On the Einstein Podolsky Rosen paradox, 

Physics 1, 195 (1964)

Джон Белл (1928-1990)

Исходные предположения:

1. Неотрицательность вероятностей

2. Локальность (измерения в удаленных точках не влияют друг на друга)

3. Существование совместных распределений вероятностей

Предложения:

1. Использовать не два детектора, а четыре

2. Расположить не параллельно или ортогонально, а под произвольными углами
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В неравенствах фигурирует число совпадений фотоотсчетов детекторов, 

измеренных при различных положениях поляризационных призм.

Каждая из величин принимает значение -1 или +1, при усреднении по результатам  

измерений получим функцию, зависящую от угла ориентации детекторов.

Поляризационные призмы пропускают фотоны с определенной линейной 

поляризацией и отражают фотоны с ортогональной поляризацией.

Для неперепутанных частиц значения этой функции для любого расположения 

детекторов по модулю всегда меньше двух. Если частицы перепутанные, то 

выполнение неравенства не является гарантированным. 
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Нобелевская премия по физике 2022 год

За эксперименты с перепутанными фотонами, по установлению нарушения

неравенств Белла и пионерские работы в области квантовой информации
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J.F. Clauser выполнил первые эксперименты, в которых показал нарушение 

неравенств Белла.

A. Aspect усовершенствовал эксперименты, убирал “лазейки”, которые 

использовались при интерпретации экспериментов (предлагали от квантовой 

физики вернуться к классической и таким образом объяснить 

экспериментальные результаты).

Например, детектор, который регистрирует фотоны имел низкую квантовую 

эффективность. Лазейка предлагала следующую интерпретацию: если 

квантовая эффективность X процентов, то X процентов времени детектор 

срабатывает и неравенства нарушаются, а в остальное время он не 

срабатывает, не регистрирует фотоны, тогда на большем промежутке времени 

рассматриваем результаты эксперимента с точки зрения классической физики.

A. Zeilinger довел эксперименты до совершенства и полностью убрал из 

экспериментов все возможные “лазейки”. Занимался вопросами квантовой 

телепортации.

Нобелевская премия по физике 2022 год



Эксперимент Белла был мысленным и не годился для экспериментальной 

реализации. 

J.F. Clauser, M. Horne, A. Shimony, R.A. Holt, 1969, Proposed experiment to test local 

hidden-variable theories.

Предложили версию неравенства Белла, которая допускала экспериментальную 

проверку.
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Число совпадений фотоотсчетов в зависимости

 от суммы углов поляризаторов



1210 нс – скорость переключения ориентации 

поляризаторов, время пролета 40 нс



Ориентация поляризаторов переключалась случайным образом



Давид Николаевич Клышко 

(1929-2000)

Основоположник современной квантовой оптики

Д.Н. Клышко, Фотоны и нелинейная оптика

Предсказал эффект спонтанного параметрического

рассеяния света. Рождение пары фотонов при 

освещении светом определенных веществ при 

выполнении определенных условий.

Фотоны рождаются в строго определенных 

направлениях со строго определенными частотами 

и поляризациями.

Направленное излучение, которое можно 

эффективно регистрировать. 

Эффект предсказан в 1967 году, наблюдали в 1968

Зельдович Б.Я., Клышко Д.Н.. Статистика поля при параметрической 

люминесценции // Письма в ЖЭТФ, том 9, вып. 1, (1969)

Хорошими источниками являются квантовые точки – за счет возбуждения и 

переизлучения.



Основные платформы для реализации кубитов

15

- Сверхпроводниковые кубиты

- Ультра-холодные атомы в оптических ловушках

- Ионы в оптических ловушках

- Оптические кубиты

- Полупроводниковые кубиты
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Квантовые точки и нобелевская премия по химии 2023 года за открытие и 

синтез квантовых точек
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История

Одно из первых упоминаний о синтезе квантовых точек на основе PbS относится 

ко времени около 2000 лет назад. Греки и римляне использовали PbS, Ca(OH)2 и

воду для окраски волос. В результате в волосах образовывались нанокристаллы.

   

  

    P. Walter et.al., Nano Lett., 6, 2215, (2006)



История
Наличие квантовых точек различного размера в силикатных стеклах в средние 

века позволяло изменять цвет стекла (витражи в соборах). 

CdS и CdSe добавляли в силикатное стекло для получения желто-красного цвета. 

В 1932 году – подтверждение с помощью дифракции рентгеновских лучей.

H.P. Walter Rocksby, J. Soc. Glass Technol., 16, 171, (1932)



В начале 1980-х годов А.И. Екимову и А.А. Онущенко впервые 

удалось обнаружить квантово-размерный эффект в спектрах поглощения 

CuCl и CdS нанокристаллов, стабилизированных в стеклах. Продемонстрирован 

голубой сдвиг в оптическом спектре нанокристаллов CuCl (сдвиг линии 

поглощения экситона на 0.1 эВ с изменением размера наноскристалла).

А.И. Екимов, А.А. Онущенко, Физика и химия стекла, 6 (4), 511, (1980)

A.I. Ekimov, A.A. Onushenko, JETP Letters, 34, 345, (1981)



В 1982 году Ал. Л. Эфрос и А.Л. Эфрос показали, что осцилляции в спектре 

межзонного поглощения нанокристаллов CdS в твердой диэлектрической матрице 

обусловлены размерным квантованием энергетических состояний электронов и 

дырок из-за ограничения их движения конечными размерами нанокристалла.

Постулат о возможности использования квантово-размерного эффекта для 

изменения цвета стекла, варьируя размер или состав CdSxSex-1.

Ал.Л. Эфрос, А.Л. Эфрос, ФТП, 16 (5), 1209, (1982)

Первые работы по синтезу коллоидных квантовых точек.

E. Matijevic, W.D. Murphy, J. Col. Interface Science, 86, 476, (1982)

D.M. Wilhelmi, E. Matijevic, J. Chem. Soc. Faraday Transactions 1: Phys. Chem. in 

Cond. Phases, 80, 563, (1984)

R. Rosetti, et.al., J. Chem. Phys., 80, 4464, (1984)



Методы синтеза квантовых точек:

Эпитаксия – рост кристаллов на подложке:

- Молекулярно-лучевая эпитаксия

- Электронно-лучевая литография

- Реактивное ионное травление

- Химическое травление

Основные недостатки: наличие примесей и структурное несовершенство

Синтез квантовых точек 

A. Scherer, et.al., J. Vac. Sci. Technol. B, 5, 1599, (1987)

Коллоидный синтез:

- Химические методы (wet-chemical method): микроэмульсии, золь гель, химия 

конкурентных реакций, разложение горячего раствора 

Основные недостатки: высокие температуры, токсичность прекурсоров

D. Bera, et.al., J. Phys. D, 19, 285702, (2008)

C.B. Murray, et.al., J. Am. Chem. Soc., 115, 8706, (1993)



Коллоидные квантовые точки

Эпитаксиальные квантовые точки

1. Планарные квантовые точки
- E.A. Stinaff, et al., Science 311, 636 (2006)
- A.N. Vamivakas, et al., Nat. Lett. 467, 297 (2007)

2. Вертикальные квантовые точки
- G. Munoz-Matutano, et al., Phys. Rev. B 84,

041308(R) (2011)
- J. Peng, G. Bester, Phys. Rev. B 82, 235314 (2010)

C. Volk et. al., Nature Comm. 4,1753, (2013)

Типы квантовых точек 

E. Matijevic, et. al., J. Col. Interface Science, 86, 476, (1982)

R. Rosetti, et.al., J. Chem. Phys., 80, 4464, (1984)

Наведенные квантовые точки
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Перепутанные состояния и их характеристики



Преимущества квантовых точек

1. Одиночный спин – это кубит

2. Наличие сильного кулоновского взаимодействия приводит к формированию 

перепутанности для основного состояния – наиболее легко достижимого в 

эксперименте

3. Можно изменять степень перепутанности

Характеристики перепутанных состояний

Перепутанность – свойство систем, состоящих из двух подсистем. 

Гильбертово пространство всей системы определяется, как тензорное 

произведение гильбертовых пространств подсистем.

C. H. Bennet, et.al., Phys. Rev. A 54, 3824 (1996)



Для чистых состояний:

Чистое состояние является перепутанным тогда и только тогда, если его 

волновую функцию нельзя представить, как прямое произведение волновых 

функций чистых состояний его подсистем

Каждое перепутанное чистое состояние нарушает неравенства Белла.

N. Gisin, Phys. Lett. A 154, 201 (1991)

Количественно перепутанность чистого состояния удобно измерять как 

 

где

   

   редуцированная матрица плотности

Характеристики перепутанных состояний



Величина E изменяется в пределах от 0 (для состояния                 ) до 

           для максимально перепутанного состояния двух частиц.       

Свойства перепутанности:

1. Перепутанность независимых систем носит аддитивный характер

2. Перепутанность сохраняется при локальных унитарных операциях, т.е. при 

любом унитарном преобразовании U, которое может быть выражено как 

произведение унитарных операторов в отдельных подсистемах.

3. Математическое ожидание перепутанности не может быть увеличено 

локальными неунитарными операциями: если чистое состояние 

подвергается локальной неунитарной операции (например, измерению), что 

приводит к остаточным чистым состояниям с соответствующими 

вероятностями, то ожидаемая перепутанность оставшихся состояний не 

может превышать первоначальную степень перепутанности.

Характеристики перепутанных состояний

C. H. Bennet, et.al., Phys. Rev. A 54, 3824 (1996)



Для смешанных состояний:

Смешанное состояние может появиться в системе, когда одна или несколько 

частей чистого состояния испытывает взаимодействие с другими степенями 

свободы, вызывающее неунитарную эволюцию чистого состояния в смешанное.

Характеристики перепутанных состояний

C. H. Bennet, et.al., Phys. Rev. A 54, 3824 (1996)



Характеристики перепутанных состояний
Concurrence – степень перепутанности (degree of entanglement). Перепутанное 

состояние характеризуется ненулевым значением concurrence.

W. K. Wootters, Phys. Rev. Lett. 80, 2245 (1998)

Для чистого состояния перпутанность

где concurrence

Функция E определяется выражением

Волновая функция 



Характеристики перепутанных состояний
Для чистого смешанного состояния, при определении степени перепутанности

нужно использовать формализм матрицы плотности

в случае смешанного состояния

где собственные значения матрицы 

и

W. K. Wootters, Phys. Rev. Lett. 80, 2245 (1998)



Характеристики перепутанных состояний

Примеры неперепутанных состояний:

Примеры перепутанных состояний:

Примером максимально перепутанных состояний являются белловские 

состояния

Суперпозиция перепутанных состояний не обязательно является 

перепутанной
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Экспериментальные исследования перепутанных состояний в системах 

квантовых точек



A.R. Mills, et.al. Nature Comm., 10, 1063 

(2019)
U. Mukhopadhyay, et.al. Appl. Phys. Lett., 112, 

183505 (2018)

F. van Riggelen, et.al. Appl. Phys. Lett., 118, 044002 

(2021)

Перепутанные состояния в квантовых точках

H. Qiao, et.al. Phys. Rev. Lett., 126, 017701 

(2021)
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Перепутанные состояния в квантовых точках

Условия применимости описания:

- большое расстояние между одноэлектронными уровнями

- ограничения по скорости переключения параметров барьера 

- сильные кулоновские корреляции

- большое время декогерентности 
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кубит на спине одного электрона 

(Loss-DiVincenzo single spin qubit) 

D. Loss and D.P. DiVincenzo, Phys. Rev. A 57, 120 (1998)

Формирование:

- Инжекция поляризованных 

электронов в квантовую точку из 

ферромагнетика

- Статическое магнитное поле снимает 

вырождение, поперечное переменное 

магнитное поле осуществляет 

переключение между состояниями

 

Считывание:

Измерение заряда. Туннельный барьер с возможностью управления 

параметрами (спиновый фильтр).  Электрометр с высоким разрешением 

(10-8 заряда электрона). 

M. Devoret, et.al., Nature 360, 547 (1992)

G. Burkard, et.al., Rev. Mod. Phys. 95, 025003 (2023)

Перепутанные состояния в квантовых точках
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Перепутанные состояния в квантовых точках

Обменное взаимодействие можно варьировать за счет внешних полей, поджимая 

волновую функцию или вводя расстройку уровней энергии. Для переключения кубита 

требуется 20 псек и 1Тл при расстоянии между точками в 30 нм.

Для набора квантовых точек можно обойтись одним полем, проводя переключение 

в определенной области пространства, перегоняя туда кубит.
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Основные типы кубитов в квантовых точках

G. Burkard, et.al., Rev. Mod. Phys. 95, 025003 (2023)

- кубит на спине одного электрона (Loss-DiVincenzo single spin qubit) 

- кубит на спине донора (Donor spin qubit)

- синглет-триплетный спиновый кубит (ST spin qubit)

- спиновый кубит на обменном взаимодействии (EO spin qubit) 



Квантовая передача информации была достигнута в спиновых кубитах путем 

перемещения электронов с использованием электрических импульсов, 

поверхностных акустических волн, операций обмена спинами.

T. Nakajima, et al., Nat. Commun. 9, 2133 (2018) 

B. Bertrand, et al., Nat. Nanotechnol. 11, 672 (2016) 

A.J. Sigillito, et.al., npj Quantum Inf. 5, 110 (2019) 

T.A. Baart, et.al., Nat. Nanotechnol. 12, 26–30 (2017)

A.R. Mills, et.al. Nature Comm., 10, 1063 (2019)

H. Qiao, et.al. Phys. Rev. Lett., 126, 017701 (2021)

B. Bertrand, et.al. Nat. Nanotechnol. 11, 672 (2016)

Передача кубитов в пространстве
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Альтернативные системы для формирования кубитов 

и ограничения на существование кубитов- Квантовые точки в углеродных нанотрубках (длинные времена спиновой 

декогерентности электронов)

F.S. Kuemmeth, et al., Nature 452, 448 (2008) 

- Спин-орбитальные кубиты (контроль за состоянием одиночных спинов с 

помощью спин-орбитального взаимодействия. Анизотропия g-фактора у 

взаимодействующих квантовых точек)

S. Nadj-Perge, et al., Phys. Rev. Lett. 108, 166801 (2017) 

- Кубиты на спиновых состояниях дырок в Si и Ge/GeSi (длинные времена 

спиновой релаксации, сильное спин-орбитальное взаимодействие, маленькие 

эффективные массы в плоскости, слабое сверхтонкое взаимодействие) 

G. Scappucci, et. al., Nat. Rev. Mater. 6, 926 (2021)

Проблемы:

- Дефазировка за счет сверхтонкого взаимодействия

- Шумы (зарядовый)

- Релаксация за счет взаимодействия с фононами
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Основные типы кубитов в квантовых точках

J.R. Petta, et.al., Science 309, 2180 (2005)

M. Pioro-Ladriere, et.al., Nat. Phys. 4, 776 (2008)

D.M. Zajac, et.al., Science 359, 439 (2018)
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Управление степенью перепутанности в связанных квантовых точках



Модель коррелированных связанных квантовых точек 

при симметричном подключении резервуара

Пустой резервуар

1
)(




− Fas 

Частично заполненный 

резервуар

1
|| )(




− Fas 

0,0  as 

Методы решения:

- уравнения движения для чисел заполнения

- уравнения движения для псевдочастичных чисел заполнения   



Одночастичные состояния

Двухчастичные состояния

с противоположными спинами

Трехчастичные состояния

Четырехчастичные состояния

i=a,s

Двухчастичные состояния с одинаковыми спинами Т+, Т-

Т0, S0, T0*, S0*

00

00

=

=

−

+

T

T

Волновые функции и энергии одноэлектронных 

и многоэлектронных состояний



Для произвольного смешанного состояния двух коррелированных квантовых точек,

степень перепутанности C может быть выражена через среднее значение комбинации

парных корреляционных функций

Перепутанные состояния в коррелированных 

квантовых точках (пустой резервуар)

N.S. Maslova, P.I. Arseyev, V.N.M., Phys. Rev. A, 96, 042301, (2017)



Перепутанные состояния в коррелированных 

квантовых точках (заполненный резервуар)

N.S. Maslova, P.I. Arseyev, V.N.M., Phys. Rev. E, 97, 022135, (2018)
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U/T=0.65;

U/T=3.0;

U/T=6.5;

U/T=10;

U/T=13.0
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Выводы
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Спасибо за внимание!

- Продемонстрирована возможность увеличения степени перепутанности 

двух-электронных состояний в коррелированных квантовых точках в процессе

временной эволюции.

- Степенью перепутанности можно управлять изменяя величину взаимодействия

между квантовыми точками.

- Перепутанные состояния можно передавать в пространстве.

- Перепутанные состояния имеют разную степень устойчивости к флуктуациям.


